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Riassunto. Studiamo la regolarità delle soluzioni dell’equazione di Levi in 
R20+1 


2\3/2 
u=p(0+IVuld) 


Là inQ 2n+1 
1+u? inQCR ‘ 
dove 
n ; 2. 2 
Uy; — Ur;Ut Ur; + Uy;Ue Us: tuo, 
Lu :=) Ur.ir: + Uy.v: gli SEITE, Regno Pai e ai ; Zi Mi 
“= (se YiVi <P 1+u? Urit 1+u? Uy;it + 1+u? Utt |, 


mentre & € C°(0) e K(É) # 0 per ogni £ € Q. 

Si tratta di un’equazione quasilineare del secondo ordine la cui forma carat- 
teristica è semidefinita positiva ed ha determinante nullo in ogni punto e per 
ogni u € C?. Mostriamo che esistono dei campi vettoriali X; e Y;, che dipendono 
dal gradiente di u, tali che 


Lu= » (X7u+Y?u+c(u)[X;, Yi]u) . 


i=l 


Studiamo dapprima la regolarità delle soluzioni dell’equazione lineare che si ot- 
tiene congelando l’operatore L. Poi, applicando i risultati ottenuti, dimostriamo 
la regolarità C°° delle soluzioni dell’equazione non lineare. 


Abstract. We study the regularity of the solutions of the Levi equation in 
R29+1 


2\3/2 
Lu= p (A+ Vul9)? 


inQCR??4!, 
1+u? 
where 
n 2 2 
Uy; — Uz;Ut Ur; + Uy;Ut Us: PU. 
== cn sore g Yi TESTE spin ei SM, 
Lu > (se + Uyiyi + 1+ u? Urit 1 +u? Uyit + 1+ u? Utt |, 


while &£ € C°°(2) and K(É) # 0 for every é € Q. 

It is a second order quasilinear equation whose characteristic matrix is pos- 
itive semidefinite and has vanishing determinant at every point and for every 
function u € C?. We show that there exist some vector fields, X; e Y;, which 
depend on the gradient of u, such that 


n 
Lu=Y (X?u+Y?u+c(u)[X;, Yi]u) . 
s=1 
First we study the regularity of the solutions of the linear equation which is 


obtained by freezing the operator L. Then, by using these results, we prove the 
C°® regularity of the solutions of the non linear equation. 


1 Introduzione e principali risultati 


In questo seminario mostriamo alcuni risultati ottenuti in collaborazione con G. 
Citti. 
Presenteremo un risultato di regolarità per le soluzioni dell’equazione di Levi 


2\3/2 
a p At 1Vul ) 


. 2n+1 
L 1h inQ CR ; (1) 
dove 

n 2 DI 

Uy; — Uz;U Ur; + Uy;t Uz; + Uy, 
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u 2. (ve + Uyiy;i + 1% ui Uzit 14 ui Uy;t + 1% w Utt 
(2) 


e k € C°(9Q). Qui abbiamo indicato con (2,y,t) un punto di R?"#!, uz, la 
derivata prima rispetto a z;, Vu il gradiente euclideo di u in R2"4!, 

L’equazione (1) ha interesse dal punto di vista geometrico in quanto Lu è 
la traccia della forma di Levi di un’ipersuperficie reale di C°+! (cfr. [BG1]). k 
rappresenta una sorta di “curvatura” del grafico di una soluzione u di classe C? 
dell’equazione (1); chiameremo pertanto k la curvatura di Levi. 

L’equazione (1) è un’equazione quasilineare del secondo ordine la cui forma 
caratteristica è semidefinita positiva ed ha determinante nullo in ogni punto e 
per ogni u € C?. Pertanto l’equazione di Levi è stata inizialmente studiata con 
tecniche analoghe a quelle ellittiche. 

In particolare Debiard e Gaveau [DG] hanno provato un principio del mas- 
simo debole analogo a quello classico. Tomassini [T] ha dimostrato la seguente 
versione del principio del massimo forte: se £ è aperto e connesso, kK:Q+ R 
è continua e non positiva, u è una soluzione dell’equazione (1) di classe C? in 
Q ed esiste Éo = (20, vo,to) E L tale che u(É0) = maxgu, allora u è costante 
sull’insieme 

{(2,y,t) EQ: t= to}. 


Più recentemente Slodkowsky e Tomassini hanno provato che, se 2 è pseu- 
doconvesso e k soddisfa un’ipotesi geometrica legata alla curvatura di Levi di 
99 x R (cfr. [ST]), allora il problema di Dirichlet 


i inQ 


= 3 
ulon =9Y (= C3(0) ( ) 


ha almeno una soluzione viscosa u E Lip(9) . 

Quando k =0en= lun risultato di esistenza e unicità era già stato provato 
da Bedford e Gaveau con tecniche puramente geometriche che non sembrano 
funzionare nel caso n > 1. Il loro risultato è il seguente (cfr. [BG2]): se Q è 
pseudoconvesso e $ € C©+5(00), il problema di Dirichlet 


Lu=0 inQ 
{ u=@ su 0Q (4) 


ha una soluzione di classe C+(Q) N Lip(d), cond <a <1. 

Il problema della regolarità interna delle soluzioni era ancora aperto, in par- 
ticolare per & # 0, come sottolineato da Tomassini in [T]. 

Lanconelli, osservando che le tecniche ellittiche non sembrano essere l’ap- 
proccio più naturale per studiare il problema, ha suggerito di scrivere l’equazio- 
ne di Levi come somma di quadrati di campi vettoriali, e di dedurre la regolarità 
delle soluzioni dalle proprietà “geometriche” dei campi stessi. Il primo risultato 
in questa direzione è un principio del confronto forte per le soluzioni di (1) di- 
mostrato da Citti in [C1]. Se la dimensione dello spazio è n = 1 e la-curvatura 
di Levi è diversa da zero in ogni punto di 9, Citti in [C2] ha mostrato che ogni 
soluzione di (1) di classe C?:*(N), con a > 3, è di classe C°(Q). 

Con una tecnica analoga proveremo ora un più generale risultato di rego- 
larità. 


Teorema 1.1 Sia Q C R?°#1 e k € C°(Q x R?), k(£,0,5) # 0 per ogni 
(£,9,5) EQ x R?. Se u è una soluzione di classe C?:%(Q), cona> 3, di 


Lu=k(€,|Vu|Z, Gu) in9, (5) 
allora u è di classe C°(Q). 


Osserviamo in particolare che questo risultato di regolarità non richiede alcuna 
ipotesi di crescita del secondo membro di (5), in termini di €, [Vu] e du. 


2 L’operatore di Levi come somma di quadrati 


Se u è una fissata funzione di classe C? chiamiamo 


i 0 
Xi = 0 ’ Yi = Ci ’ (6) 
Ai bi 


dove e; denota l’i-esimo elemento della base canonica in R” e 


a Uy; — Ur;Ut ._ Uri + ug; 
= —i__ ii ja Lili 
i l+u? 1+u? 


Osserviamo che a; e bd; sono i coefficienti di Lu definito in (2). Identificando i 
campi vettoriali con gli operatori differenziali del primo ordine si ottiene 


Uy; — Uz;Ut Uz; + Uy;Ue 
juz= A =——_ ada ra = —b;, T 
Xiu (0. + 1 ra u? 2) u 1 + u? ( ) 


Ur; + Uy; Uy; — Uz;U 
Vu= (0, - Set tgtt ) u= luca, 


Per l’approccio che vogliamo adottare X; e Y; sono l’analogo naturale delle 
derivate nel caso classico. Poichè X; e Yi sono campi vettoriali con coefficienti 


di classe C, allora per ogni &o € £ esiste un’unica curva integrale y; di X; 
di punto iniziale &y. Diremo pertanto che una funzione f è derivabile nella 
direzione X; nel punto o se esiste 4 ( f0%)n=0 e chiameremo derivata nella 
direzione X; di f in £o 


Xif(É0) := Lf o %Y)|hn=0- 


Denotiamo con C} l’insieme delle funzioni f tali che X;f e Y;f esistono e 
sono funzioni continue per ogni i = 1...n. Diremo che una funzione f è di 
classe CF se X;f e Yif sono di classe Dr, 

In particolare, se u € C?, allora per (7) a; e bj sono di classe C} e l’operatore 
L può essere rappresentato in termini dei campi vettoriali X; e Yi 


Lu= >» (X?u+Y?u- (xja; +Yb;)d u), (8) 
; i=1 
[Vu]?+1= (DK)? + (Vi)? +1)((010)?+1) = DS a? +57 +1)((0u)? +1). 
ii s=1 
Pertanto l’equazione (5) diviene 
Lu=qg(É,a,b, du), (9) 


dove a = (a1,...,Gn),b = (b1,...,bn) ER" e g(É, a,b, du) = k(£,|Vu]?, ue). 
Osserviamo che da (7) si ottiene 


(X;ja; + Yib;)Ou 
= (X;Ygu— Y;Xju)0;u = [X;, Yi]ud,u = (Xibi — Yiai)(0u)? 
=-(X7u+Yu)(dru)?. 
Pertanto P 
Lu=) (X?u+Yu)(1+(0u)?). (10) 
i=l 
e 


VI, = Db -— Ha;)d (11) 


Lu k(-,|Vu|2, Gu) 


= -YV(Xu+Yud = Td =? ala de 
=-) (Aut Yu = (gel 1+ (Qu)? 


si=l 
Avendo supposto £ sempre diverso da zero allora Yj_[X;, Yi] è un multiplo di 
d;, che risulta pertanto una derivata di altezza 2 rispetto ai campi. Inoltre ì 


campi vettoriali 
n 


Xi, Yi Ya. (12) 


i=l 
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sono linearmente indipendenti in ogni punto e quindi verificano una condizione 
formalmente analoga a quella di Hòrmander per l’ipoellitticità. Questa con- 
dizione permette di introdurre una distanza d, naturalmente associata all’ope- 
ratore L, e le classi di Lipschitz on definite in termini della distanza d (cfr. 


[NSW]). 


3  Linearizzazione dell’operatore e risultati di re- 
golarità 


L'operatore L è una somma di quadrati di campi vettoriali non lineari in quanto 
i coefficienti dei campi dipendono dal gradiente di u. Per operatori definiti for- 
malmente nello stesso modo, ma in termini di campi vettoriali lineari, nilpotenti 
e a coefficienti C”, esiste una teoria molto soddisfacente della regolarità delle 
soluzioni dovuta a Rothschild e Stein [RS]. Abbiamo quindi studiato la rego- 
larità degli operatori in esame con un metodo di tipo “freezing”. Fissato un 
punto £&o associamo a L un opportuno operatore “congelato” Lg, che risulta 
lineare e somma di quadrati di campi vettoriali di classe C°° e nilpotenti. 

Sostituiremo ai coefficienti a; e b; dei campi vettoriali X; e Y; il loro sviluppo 
di Taylor del primo ordine. 

Ogni funzione v € Cy'°(9) ha il seguente sviluppo di Taylor: 


v(£) = Pe v(£) + O(d!+(€, £0)), (13) 
dove 


Pi v(€) = v(£0) +) Xiv(éo)(zi — 20) + Hiv(Lo)(Yi — v0,) 


s=l1 


e E0 = (ro, vo,to) = (20,1; --., To,n; Yo,1: +--,Y0,n, to). Denotiamo con 


€; 0 
Xi.to = 0 e Yigo= tu Ja (14) 
Pertti Pebi 


i campi vettoriali congelati in É0, e con 
n 
Lo =D (Kia + leo — (Hic + Yibi)(60)d1), (15) 
i=l 


l’operatore congelato associato a L. Il secondo membro dell’equazione (9) 
dipende da 0, u, che è, come abbiamo osservato, una derivata di altezza 2 rispetto 
ai campi. Pertanto questo termine deve essere considerato un operatore com- 
pletamente non lineare del secondo ordine e come suo congelato si può scegliere 
l’operatore seguente: 


I (go, alto), b(Éo), u(€0)}0 


dove gq = g(£É, a, b, s). Chiameremo allora Ag, l’operatore 


Neo 1 Lo — 5 (60, (fo), b(£0), Au(60))d. 


Ago è un operatore lineare, somma di campi vettoriali nilpotenti a coeffi- 
cienti C'° che verificano in ogni punto l’ipotesi di Hòrmander di ipoellitticità. 
Esiste allora una soluzione fondamentale Fg, di Ag, e inoltre Fg, è localmente 
equivalente a " Pel (cfr. [NSW]), dove dg, è la distanza di controllo associata 
a Ae, e Q = 2n+2 è la dimensione omogenea dello spazio. Nel caso n = 1 
la soluzione fondamentale dell’operatore congelato si scrive esplicitamente in 
quanto esiste un cambiamento di variabile che trasforma Ag, nel Laplaciano di 
Kohn sul gruppo di Heisenberg. Nel caso n > 1 non si può sperare di procedere 
in modo analogo in quanto l’algebra di Lie generata dai campi vettoriali congelati 
non è libera. In altre parole sappiamo che X;, Yi, Yj_j[Xi, Yi] sono linearmente 
indipendenti, ma non abbiamo alcun controllo dei commutatori misti del tipo 
[Ki Yi]. 

Sono comunque note le seguenti stime della soluzione fondamentale e delle 
sue derivate in termini della distanza di controllo de, (cfr. [S]): 


Dingo ++ Di, toe < Ced 9, (16) 


dove abbiamo indicato con 
Dito s— Xi.éo» 


Da+i,to := Yi,éo0» 


per ogni î = 1,...,n. 

Nell’appendice richiamiamo una formula di rappresentazione per le soluzioni 
di (5) in termini di Fe, . Il risultato di regolarità che abbiamo enunciato si ottiene 
stimando gli integrali che compaiono nella formula stessa. Per fare questo non 
sono sufficienti le stime (16) e occorre studiare la dipendenza di Tg ($, 6) dalla 
variabile £0. 


Proposizione 3.1 Siano £o e £1 due punti fissati in A e sia S= {C: d(£1,6) > 
2d(€1,€0)}. Allora Tg, e Tg, soddisfano su S la seguente stima: esiste una 
costante c > 0 tale che 


d'+°(éo &) 
Fal fette E. 17 
| go (£0 6) € (61 0) “d2-1(€,,0) ( ) 
Dimostrazione. Poichè Te, è la soluzione fondamentale di Leg, 
rad =-L f tata 0A re, (08) 


»NL ver Te1 (6,9) 9 VARA IT 


dove c(f1) = Yi, Xiai(£1) + Midi(1). 
Rappresentando in modo gui Te, (£,C) si ottiene 


Teo CE, 6) se Te, (€, 6) = <Nfat- Xi Te (€, 9)X, i seoTeo(0, C)do 


i=l 


2 i XieoPes (Ae, — Xi co) Teo (0, (149 
s=1 
DO fata 0%, - Te, 


nr s} (Ha Ye) Ten (E) Teo (9, O)AO 


+(e(60) — c(61)) f Te. (€,00116,(0, 0). 


Poichè questi termini hanno tutti lo stesso andamento studieremo soltanto il 
primo: 


J (Xen — Xi eo)Ter (6,0)X? 6 Feo (0, ()d0 
= f (PL 0:(0) — PA a;(0)T% (€,9xt%,T6o(0,014 


= (Pa ai (60) — as(60)) f Te, (€,0)Xt e Fes(0,01d0 


+ DApai(t1) - Xi (60)) f Ae, (€,O8j — 204) tes (0, 0) 
g=l 


+) (Ga;(61) — Via:(6o)) f are, (€, 0)(v0,; — 40,5) XieoT'eo(9, C)do 
j=1 


dove abbiamo indicato con 0 = (Edita rit ts » Yo, to). 

Tutti gli integrali che qui compaiono sono integrali singolari e possono essere 
stimati in modo standard usando le stime di Tg,, Fg, e delle loro derivate. Per 
esempio il primo integrale si stima nel modo seguente: 


(Pico mi a:(6o)) / Ae, (€,0)X0 eo T6o(0, quel 


< IPA (0) o) |f ari Oxt 0,0%] 
anche per l’ipotesi di regolarità di a; 


< cd'+°(t0,€1)d!-®(£,0). 


Ragionando in modo analogo si dimostra anche una stima C® per la dipen- 
denza delle derivate di Te, dalla variabile £: 
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Proposizione 3.2 Siano &0 e É1 due punti fissati in Q. Allora esiste una 
costante C > 0 tale che in S = {( : d(£1,6) > 2d(Éo,é1)} vale la seguente 


stima: 


|Dj.,60 Ai Dj..toT go(£0,6) 7 Dj..t1 ni -Dj..g.Tt (£1,6)] 


d!+%(£0, É1) 
d(6 €1)9+1" 


Si veda [CM] per la prova completa delle proposizioni 3.1 e 3.2. 

Le stime (16), unitamente alla dipendenza C© di Fg, e delle sue derivate dal 
punto Éo, permettono di stabilire i primi risultati di regolarità della formula di 
rappresentazione e quindi delle soluzioni di (5). 

Il seguente risultato sfrutta in maniera essenziale la non linearità dell’ope- 
ratore. 


<C 


Proposizione 3.3 Se u è una soluzione di classe C?® di (5) allora 
u E CN) e du E CT" (O). 


A questo punto consideriamo invece l’operatore L come un operatore lineare, 
con i coefficienti che dipendono da una soluzione fissata. Fissata una soluzione 
u € C?° dell’equazione (5) possiamo considerare i campi X; e Y; come campi 
vettoriali lineari a coefficienti a = ay e db = bu di classe Ci e denotiamo con 
Ly l'operatore lineare formalmente definito da (8). In particolare 


Luu= Lu 


e per la Proposizione 3.3 i coefficienti a = ay e è = by sono funzioni di classe 
0°, Per l’operatore lineare Ly vale il seguente risultato, che si può ottenere 
differenziando la formula di rappresentazione. 


Teorema 3.1 Se v E Co è una soluzione di 
Luv=9g € ci, (19) 
allora v € Cî'°. 


Si veda [C2] per le prove complete della Proposizione.3.3 e del Teorema 3.1 
nel caso n = 1. 

La regolarità C°° della soluzione non si può invece ottenere con il metodo 
iterativo utilizzato nel caso n = 1. Infatti X;u e Yu verificano un’equazione del 
tipo 

Lu(Xiu)= fi, Lu(Yiu)= gi 
con secondo membro non sufficientemente regolare per applicare a queste fun- 
zioni il Teorema 3.1. È necessario invece applicare l’iterazione alle derivate nelle 
direzioni 


d, Xi_- ad, Yi- bid. 
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Dimostrazione del Teorema 1.1. Per la Proposizione 3.3 u € CÎ'°(Q) e du € 
Ci" (0). Posto v = du, derivando rispetto a t l’equazione 


Luu »: g(é, a, b, du) = 0, (20) 
si ottiene che 


E) 
(La i Dale, a,b, 00.) vec, 


e poichè Ly — 24(£ ,a,b, du); è un operatore lineare a coefficienti enel del tutto 
anologo a Ly, per il Teorema 3.1, v= du € Do”, Analogamente 


w= Xju—a;du, wnyj= Yiu— bidiu 


risultano soluzioni di un’equazione del tipo (19), con secondo membro in CI'*(9). 
Pertanto wj € cea per ogni j = 1,...,2n e ne viene che u € Gi e du E 
Cî'*(9) (si veda [CM]). Infine, iterando questo metodo, otteniamo che se u è 
una soluzione di (5) di classe Ci” allora d;u, X;u— a;Gru, Y;u— b;du sono di 
classe 0r3 Da questo deduciamo che u E ore e, per induzione, che u E C°°, 


Osservazione 3.1 È possibile dare una definizione diversa di derivate nelle 
direzioni X; e Yi, e quindi delle classi di Lipschitz CIA, che permette di di- 
mostrare un risultato analogo al Teorema 1.1 per una soluzione u € di” di 


(5). 
4 Appendice 
Fissata una funzione u € C7”” definiamo per ogni v € cr° 


Ayv = Luv — g(É, au, bu, Du). 


Per la funzione v E op” scriviamo una formula di rappresentazione in termini 
di Ayv che viene utilizzata per dimostrare la Proposizione 3.3 e il Teorema 3.1. 

Poichè questo è un risultato locale, possiamo sempre fissare tre insiemi aperti 
Q, Qi e Q2 tali che 22 CC Ai CC Q, e una funzione $ € C6°(0) tale che $ = 1 
in Q1. Studiamo allora vga, = v9ja;- 


Teorema 4.1 Se v € C?*(0), allora per ogni € e Éo E A possiamo rappre- 
sentare v(È) = vé(É) nel seguente modo: 


du(é) = A(&, €0) nt 5» B;(£,€0) + drv(£0) ) Ci(€, É0) + Eo(6, É0) 
s=1 


$=1 


+) Ei(6,é0) + Fa(6,€0) + Fe(6,€0) + Fo(€, 60), 


i=1 


dove 


A(€,60) = J re (€, VALU(OH(Od, 
Bi (6,60) =2 fl Pes(6,0)(ai(6) — Xici(60))6(0)(010(0) — dev(to)) dk 
2 fisco (€, 0) (0) — Phra (O) PUO) — drv(ta)) de 


-2) (Xxai-Xiax)(£0) Jeennzon)atà (a;(6)— Pf a; (6)) PO) (Av(C)-dv(E0)) dé 
k=1 

-2 DO (Yua;=Xibe)(€0) (ue) (ai (C) PE 5 (PCI A)-Le (60) 
k=1 


— f aeree I (as(0) — Pics) GOLA) — dev(ea)) dk 
+2 J Peo (6,6) (Yibi(6) — Yibi(£0)) B(C)(0L0(6) — dev(£0)) de 
-2 f rete - PA OIGO (0 — dvla))de 
-2 D_0K6b:-Ha) (6) franz (OPE MAO (2 0(60)) 
-2 DIG) (6) foca GOLA 
— fare - Pat) GU — do(eo)) 
Ci (€60) = -2 f reale. I(0s(0) — Phi) Kia 
-2 f Fee - PB dI 
> 1) en (€, 0) (a:(()- Pd a; (0) "A6()A- J Pen (€, 6) (d:(6)- PE bi(0)) "A 9(C)de, 
Eo(f, fo) = f Teol& VUOLE 9O, 
Ei (6,60) =? fol OXMOX god (OA 
42 fre, Av lA 


+ f rev(E (010 - Pia (0)) AHI 91 
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+ f rel OG: - PIb:1)) Av(99.9(0%%, 
Fa(€, €0) = g(£0, a(£0), B(£0), du(£0)) J Den (€, OH(OdL 
- FL (60 (60) (Ex), rulto) Test, 02914 


— 29 (go, alto), b(€0), u(€0)) Ax 1(60) fra 0010%, 


(ricordiamo che la derivata rispetto a s è la derivata rispetto all’ultima variabile) 


Fp(£,£0) = + f res (E,V(0(6, (0), (6), Ale) = (60, (60), (60), AC) 60 


+ fPea(€, 6) (0060, (60), b(£0), Ar) — (60, (60), b(€0), 0 t(60)) 
-2 (60, alfo), b(£0), Oru(E0))(Au(t) = dr u(E0)) $(C)de, 
Fo = 0 (go, a(éo), b(£0), (ta) J Feo (€, 6) (Au(6) — dv(0)) H(0)de. 


Dimostrazione. La prova del Teorema 4.1 si ottiene semplicemente integrando 
per parti la seguente formula di rappresentazione classica: 


d0(€) = / Teo (6,6) (Aex($0)(0) — Auv(c)6(0) de + fre AAA. 


Osservazione 4.1 Osserviamo esplicitamente che Fg contiene 


29 (go, a(£0), b(É0), dr u(£0)) 


e 
(0-u(6) tt dv(C)), 

e risulta quindi un termine di regolarizzazione solo se si sceglie u = v nella 

prova della Proposizione 3.3, q = 0 nella prova del Teorema 3.1. 
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